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Theis井戸関数式の誘導過程 (2)Boltzman変換を用いた誘導（その 1） 

 

以下の水位低下量 s についての支配方程式から誘導を始める。 
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初期条件(I.C.)および境界条件(B.C.)は以下である。 

I.C.  s＝0  for  t=0 (2) 

B.C.  s＝0  for  r→∞ (3.1) 

    Q=Q0  for  r→0  (3.2) 

ここで，距離 r と時間 t を含む以下の項を定義する。この定義による変数の変換を Boltzman 変換と呼んで

いる。 
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ここで何故この問題でこのような変換を用いるかの説明がなされているものはなく，最終的な結果が見

えていたり，同様の問題に適用可能と考えられていたりするようであり，汎用的な説明を付加することは

できない。しかし，全く同じ変換は，野満・山下 2)によっても紹介されている。 

さて，ここで支配方程式にある r および t による微分項を(4)式の変換に用いた変数 y による微分を考え

てみる。 
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 (5.4) 

したがって，(1)式の各微分項は以下のようになる。 

dy

ds

t

y

t

s

2





，

2

2

2

2

4

1

dy

sd

Kt

S

r

s S



，

dy

ds

yKt

S

r

s

r

S

4

11





 

これらを，(1)式に代入する。 
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よって，以下となる。 
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このように支配方程式は，偏微分形(1)式から常微分形(6)式に変換できたことになる。 

ここで，赤井 1)はこれを y について１回積分すると以下を得るとしている。 
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   ，C：積分定数 (7) 

この誘導を試みる。ここで，
dy

ds
z  とする。 

定義 z を(6)式に代入し整理する。 
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これをさらに整理すると以下となる。 
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これを，両辺それぞれ積分する。 
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よって，C=exp(C1)とすると，z は以下となる。 
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これで，(7)式の誘導が確認できたと考えられるが，再確認のため，上式を微分して元に戻ることを確認す

る。上式の微分は以下のようになる。 
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ここで，(7)式から得た以下を上式に代入する。 
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これを整理すると積分前に戻ることが確認できた。 

さらに，(7)式を積分すると以下となる。 
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ここで，I.C.では t=0 であり，変数 y→∞となること， 

これに加えて，B.C.のうち，r→∞で，いずれも s→0を考慮している。 
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次に B.C.を導入する。 
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となるように積分定数 C を定めるために，(8)式を(9)式に代入する。 
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よって求める解は以下となる。 
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さらに以下とする。 
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この置換を行うと， y
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，であることから，以下のように誘導できた。 
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Theis井戸関数式の誘導過程 (3)Boltzman変換を用いた誘導（その 2） 

 

ここでは，前掲とは異なるBoltzman 変換式を用いた場合の展開を説明する。本解説内容は，米国アリゾ

ナ大学水資源学課の Neuman 教授の講義ノート(HWR503 クラス)2)を主に参考にしたが，同じ変換式は

Streltsova が著書 3)でも紹介している。 

ここでは，(1)式の水位低下量についての支配方程式を用いる。支配方程式は展開時の簡素化のため，以下

で定義される水理拡散係数 αを用いて書き換えられている。 
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   ここで，Q0は一定 (5) 

ここで用いるボルツマン変換式は以下である 
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I.C.と B.C.(@r→∞)を組み合わせると以下となる。 
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これを解くと以下となる。 
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ここで，井戸境界 B.C.(@y→0)を導入する。 

 
bK

Q
CyC

dy

ds
y

yy 4
explimlim 11

00





 

これを(11)式に代入する。 
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これを積分する 
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Theis井戸関数式の誘導過程 (5)Bear(1979)の誘導 

 

Batu(1998)は Bear(1979)の誘導として以下を紹介している以下の支配方程式の一般解の提示から誘導は始

まる。 
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一般解は以下である。 
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ここで，A：定数。 

この結果を順に確認しておく。 
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よって， 
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となり，与式が支配方程式の一般解であることは確認できた。次に，定数 A を決定する。通常ここで境界

条件を導入するが以下のように展開する。 

時間 t>0 で，帯水層から排出された総量 V0 [L
3]は以下のように帯水層の貯留からの解放量と定義できる。 

   

      TAuTAduuTAdru
dr

du
TA

dru
Tt

Sr

dr

d
TAdru

t

A
SrrsSdrV





4)exp(4exp4exp4

exp
4

4exp22

0
00

0

2

00
0


























 

これより，
T

V
A

4
0  

 u
Tt

V
s  exp

4

0


 

となる。 
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ここで，排出総量 V0が微小時間 dt で排出されたと考えると，その間の流量 Q [L3/T]には，V0=Qdt の関係が

見出せる。これは，瞬時に水量強度 V0を負荷した問題と解せる。Carslaw and Jaeger(1959)はこの解を以下の

ように展開して，流量 Q(t)で継続して揚水した場合の解を定義した。 
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ここで，
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とおくと，上記積分式は以下のように展開できる。 
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ここで，u の定義式を加味し常識を展開する。 
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さらに，流量Q(t)=Qo：定流量とすると以下となる 

 



u

dyy
yT

Q
s exp

1

4

0


 

これで，Theis の井戸関数が誘導できた。 

 

ところで，Bear(1979)の説明では，一般解が唐突に出てきている。Carslaw and Jaeger(1959)に興味深い誘

導があるため，ここで紹介しておく。 

まず，三次元直交座標系での支配方程式を挙げている。 
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これに対して，点源に水量 v[L3]を瞬時に揚水したときを以下としている。 
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ここで，点(x, y, z)は水位低下着目点，点(x’, y’, z’)は点源座標である 

さて，これを線源問題に展開するために，線源における微小区間 dz’での瞬間水量は vdz’と考えることがで

きる。この線源は無限領域，即ち －∞< z’ <+∞，までの無限長であり，これを積分すると以下となる。 
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と解かれている。ここで，直行座標軸 z’軸上を線源軸とすると，x’=y’=0 である。よって以下となる。 
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この解は，無限長の線源に対するものであるが，有限長 b，即ち帯水層厚で考えると以下となる。 
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ここで，vb=V0と置くことで，Bear(1979)の展開にすり合わせることができる。 
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Theis井戸関数式の誘導過程 (6)曲線一致法における Theis井戸関数の活用 

 

曲線一致法について以下に解説する。再掲になるが，基礎情報は以下の二式である。 

ここで，井戸関数 W(λ)は適宜数値化しておかなければならない。これについては，従来から数表が与え

られこれを用いるが，近年では多項式計の近似式が提案されており，本解説シリーズでもその精度確認を

示しているので参考にされたい（資料 3-06-1）。 
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作業手順から述べると，同じスケールの両常用対数軸紙のそれぞれに， 

a) 標準曲線 λ－W(λ)と測定結果 r2/t－s(あるいは，1/t－s) 

あるいは 

b) 標準曲線 1/λ－W(λ)と測定結果 t/r2－s(あるいは，t－s) 

をプロットする。 

これを重ね合わせ（少なくとも上面に置く座標紙は半透明がよい），最も良く一致したときの任意の座

標を得るというものである。説明が必要なものは，何故このような図化作業をすることで，透水量係数 T

と貯留係数 S が得られるのか，である。 

(1)式をみると，(Q/4πT)は揚水試験では一定値とできるものである。つまり，s と W の比が一定である以

下の等式が成り立っている。 

  T

Q

W

s
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  Q は試験条件であるから既知量であるが，T は未知量である。 

  したがって，どの測定時間 t に対しても，これに対応する s と W の比が一定なるように T を試行錯誤的

に変更していけばいいことになる。 

 

 

 


