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Theis井戸関数式の誘導過程 (4) Laplace変換を用いた誘導 

 

Laplace 変換技法は電気工学の回路設計の分野で確立された技法であり，当該の数学書も少なからずある

ことから，本シリーズでは地下水学での使い方に絞って，この理論解説シリーズの別項で説明する。 
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s:水位低下量 [L]，α=T/S＝K/Ss 

I.C.  s=0   for   t=0 

B.C. ① s=0   for   r→∞ 
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2   for  r→0（Q は揚水の場合Q>0 と定義） 

Laplace 変換(transform)公式（以下，LT とする。) 
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ここで，p は Laplace 変数である。 

G.E.の LT： 
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I.C.を導入し，整理すると以下の形になる。 

02

2

2
2  spr

p

dr

sd
r

dr

sd
r


 

上式の一般解は第 1, 2 種修正ベッセル関数 Iv(z)，Kv(z)の定義式である 1) (Abramowitz and Stegun, 1964)。 

  022

2

2
2  wz

dz

dw
z

dz

wd
z   

ここでは，上式内 νは 0 であり以下となる。 
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この式形の一般解は Carslaw and Jaeger (1959) 2)が以下のように与えている。 
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ここで，A, B は境界条件を導入することで得られる定数である。 

ここまでは，Theis 式の誘導と全く同じである。ここから，流量境界に違いが見られる。 

B.C.の LT： 

B.C. ① 00 
p

s    for   r→∞ 

これらを導入する。①において，r→無限大で I0(r)→∞となるため，A≡0 とせざるを得ない。さらに，②は

以下となる。 
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lim(x→0)xK1(x)=1 とされている(Hantush, 1964) 3)。 

よって，以下となる。 
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以上の展開から以下の特異解を得る。 
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これに Laplace 逆変換を施す。 

Laplace 逆変換(inversion transform)公式（以下，ILT とする。） 
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この逆変換は，Hantush(1964) 3)が下表の 10 番の式で紹介している。 

 

 

 

ここで関数 W は井戸関数(well function)であり，指数積分関数のことである。表中 10 式の k=r/√(α)であり，

これを用いると以下のように逆変換できる。 
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α=T/S であるので以下のようになり，Theis 式の誘導がなされた。 
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変換表だけで不安なので，一度誘導を試みてみる。以下が Laplace 変換場での解である。 
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この式形は，以下の積の変換公式が使える。 
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これを用いるために，以下のように定義する。 
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これら  pF1 ，  pF2 に対して，以下の F1，F2が変換表に見られる。 
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これらを積の変換公式に代入すると以下となる。 
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ここで，exp 関数内に着目して以下の λを定義する。 
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よって， 
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また， 
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これより以下のように変形できる。 
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ここで，積分範囲であるが以下のように考える。 

τ=0→λ=∞である。τ=t→λ=λ となる。よって以下となり，更に，係数項の(－1)を積分範囲に取り込んで以下

となる。 
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これを整理すると以下となる。 
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（留意点） 

上表のように，逆変換公式は提示されているが，この誘導過程が明確であるものは比較的簡単な式形に

限定される。ここで示したようなベッセル関数を含む式形の逆変換の誘導は高度な数学技術を要するもの

で，容易ではない。ここでは，過去の研究成果の引用として留めるが，この確認として，近似式（漸化式）

で表したものを数値化し，これを数値的逆 Laplace 変換の結果比較が考えられる。 
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