
公益社団法人 地盤工学会  地下水調査に用いる井戸理論式の整理及び解説（2017 年度版） 

資料 3-07 

- 1 - 

井戸関数の近似直線勾配式の誘導とその活用について 

 

Theis の井戸関数は指数積分関数とも呼ばれ，この近似式は，Theis(1935)で既に紹介されており，Theis

をこの近似式を用いて回復試験結果の整理式を誘導している。Cooper and Jacob(1946)では片対数軸上のプロ

ットに見られる直線分布から直線部の勾配と s=0 軸切片時間から透水量係数 T と貯留係数 S を算定する図

解的な技法を提案している。また，van Poolen が示したとされる影響圏半径 R の非定常公式は非定常試験デ

ータを時間ごとに定常試験結果としてThiem法で整理した際の s=0軸切片時間から誘導できるものである。

また，この近似式を用いて，揚水ポンプ停止後の回復過程を試験とした際の近似式や非定常試験結果に

Thiem 法を適用する方法も提案されている。 

以下にこれら説明する。 

 

(1) 近似直線勾配式 

Theis 式あるいは井戸関数と呼ばれる指数積分関数は以下の定義である。 
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 ，T：透水量係数 [L2/T]，S：貯留係数 [－]，s：水位低下量 [L]，Q：揚水流量 [L3/T]。 

この式の級数展開は次式で表すとことができる。同級数展開式の誘導は，別資料（資料 3-05）にて解説

する。 
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ここで，γ：Euler（オイラー）定数＝0.577215665．．．．，また， (1)および(2)式の関数は地下水学では井戸

関数と呼ぶ。（ネット上では，γ値は 

0.577215664901532860606512090082402431042159335939923598805767234884867726777664670936

9470632917467495….を紹介しているが，実用上 15 桁程度用いれば十分であろう） 

さて，ここで，(2)式にて λ が小さくなると(2)式右辺総和内が無視できるとして，次式が提案されてい

る。 

      eW log  (3) 

(3)式は片対数軸（1/λ軸を対数化）上では直線になり，後述するようにこの特性を用いて Cooper and Jacob 

(1946)は直線勾配法による揚水試験結果の整理方法を提案しており，この方法はわが国でもきわめて広く普

及している。 

 

(2) 近似直線勾配式の活用 

1) Cooper-Jacob 法の理論背景 

この手法の説明は次式から始めることができる。 
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ここで，    exploge であることから，上式は以下となる。 
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さらに， 
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また，実務では図式処理するため対数は自然対数より常用対数が使いやすいため以下となる。 
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  これにより，片対数軸紙上で，算術軸に水位低下量 s をとり，前者であれば対数軸 (t)，後者であれば (t/r2)

をとり，いずれの場合でもの直線勾配が (2.3026Q/4πT)となり，これより T を求めることができる。また，

直線を s=0 軸まで延長し，その切片を得ると，いずれの場合も結果的に以下の等式を満たすものとなる。 
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よって， 
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ここで，exp(γ)=1.781072416 より，1/exp(γ)=0.561459484。 

これより， 
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以上のように，オイラー定数，自然常用対数の換算係数を数値化した結果だけ見ると，ただの係数であ

るが，このような誘導の結果を示したにすぎない。 

 

2) Thiem（定常）型の整理方法の理論背景 

片対数軸上 log(r)－s プロットを非定常データに適用することができる。 

まず，距離の異なる観測点 r1および r2を考える。ある時間 t におけるこれらの位置に対する λ はそれぞ

れ以下となる。 
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このとき，それぞれの観測点での水位低下量 s は以下となる。 
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これら水位低下量の差分を見る。 
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この式は，Thiem 式として知られる，定常式である。つまり，いくつかの観測点での水位低下挙動が，直

線勾配近似の適用範囲に入るものは，非定常状態であっても，定常状態として整理ができることがわかる。  

さらに，定常式から得られる影響圏半径 R をこの場合に検討すると以下となる。 

ここで，R(t)=r2，s2=0 とする。 
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また，s1は先述のように以下である。 
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これらより，  
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これより，以下となる。 
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この式は van Poolen が示したとされる影響圏半径の非定常公式として紹介されているものである。 

 

3) 回復試験結果の整理方法の理論背景（その1） 

揚水開始後，時間 toで揚水を止める。t>toでは以下の重ねあわせとする。 
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このときのそれぞれの揚水流量で観測点での水位低下量 s は以下となる。ここでは，t=0 からの揚水は Q の

まま継続し，t>toでは同じ流量を注水する（－Q で揚水）こととして，それぞれの結果である水位低下量（注

水の場合は水位上昇となるため，負の水位低下量）を重ね合わせることになる。 
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これらを重ね合わせて，揚水停止後の水位低下量 s を得る 
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測定を長い時間継続すると，水位低下量 s は 0 に近づくことは明らかであるが，このとき，t/(t-to)は 1 に収

束を見せる。 

 

4) 回復試験結果の整理方法の理論背景（その2） 

ここでは，残留低下量に着目している。t=toでの水位低下量を s０とし，soからの回復量を s'として算定す

る。ここで，
0

0
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上式は，従前の Cooper-Jacob 図解法において時間軸 t を t/(t-to)，s を s’と置き換えることで，全く同じ作業

であり，この式を適用することで，回復試験結果から T だけでなく S も評価できる。 
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(3) 留意点 

本稿で紹介した方法は，いずれも Theis 式である井戸関数式が直線近似式で代用できる時間範囲であるこ

とを前提にしたものである。このため，いずれの場合も対象としている状態が直線近似の適用範囲内にあ

ることが必要とされる。例えば，回復試験で揚水停止直後の注水による水位低下量 s2 は近似直線には適合

しておらず，暫くしてから適用範囲に乗ってくる。加えて，揚水停止時には s1（このときは s0）も近似直

線の適用内でなければならない。ここで，留意すべきは，適用範囲が u＜0.01 という十分に長い時間がたっ

ておればよいというものではないことであある。これは，Theis 理論が長い時間揚水すると水位低下量が理

論から外れてくることがある。例えば，帯水層を上下で隣接する半透水性層からの漏水現象や島モデル（赤

井ら 1）にみられるような有限影響圏半径境界がある場合などでは，長時間揚水試験を継続すると明らかに

水位低下量プロットは Theis 曲線から逸脱する。 

回復試験は，定常を確認してから揚水を停止すると考えられていた時代があったようであるが，これは

誤りで，Theis 曲線（ここでは近似直線）に乗っている状態からの回復試験でないと理論上，適さないので

ある。これを誤ると“測定を長い時間継続すると，水位低下量 s は 0 に近づくことは明らかであるが，こ

のとき，t/(t-to)は 1 に収束”を見せないことになる。 
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